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超级电容有轨电车节能驾驶方法研究
张华志 1,2，付程成 2，肖 壮 2，王青元 2，冯晓云 2，何 斌 1

（1.中铁第四勘察设计院集团有限公司，湖北 武汉 430063；

2.西南交通大学 电气工程学院，四川 成都 611756）

摘 要：针对超级电容有轨电车节能驾驶问题，系统性考虑车辆牵引/制动特性、区间运行时间约束、线

路坡度值变化、超级电容充放电能力等条件，提出一种基于极大值原理的最优操纵规则的改进动态规划算

法。文章介绍了有轨电车运行系统模型，构建节能驾驶优化问题；基于极大值原理分析总结超级电容有轨电

车节能驾驶工况集，结合动态规划思路构建速度轨迹状态空间；采用二分法迭代求解满足准点时间约束的节

能驾驶速度曲线。仿真结果表明，改进动态规划算法比常规动态规划算法有更好的求解效率和求解质量，同

时超级电容有轨电车的高再生制动利用率会提高电制动工况的使用时机，压缩惰行工况的使用时机。
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Research on eco-driving strategies for supercapacitor trams
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Abstract: Focusing on the eco-driving for supercapacitor trams, considering traction/braking characteristics, trip operation time

constraint, variable value of slope and power constraints of supercapacitor, a modified dynamic programming method was proposed with

consideration the optimal manipulation derived from the maximum principle. Firstly, the system model was introduced, and an optimiza‐

tion problem was constructed. Then, eco-driving regimes of supercapacitor trams were analyzed based on the maximum principle. The

state space of velocity trajectory was constructed integrating dynamic programming. Finally, the bi-section method was utilized to find

optimized eco-driving speed profiles to satisfied the trip time constraint. Simulation results show that the better solve efficiency and quali‐

ty can be obtained by the modified dynamic programming compared to the traditional dynamic programming. The high utilization rate of

regenerative braking for supercapacitor trams increases the usage of electric braking condition and shrinks the usage of coast condition.

Keywords: urban rail transit; energy saving optimization; regenerative braking; supercapacitor tram; adaptive dynamic program‐

ming; simulation

0 引言

城市轨道交通具有运量大、能效高和便捷的特点，

其运营里程呈快速增长的趋势，列车运行能耗也因此

急剧增加。装备车载储能设备的有轨电车可通过自身

储能装置实现列车再生制动能量的有效回收[1]，受到了

广泛关注和应用。同时，优化列车运行速度曲线合理
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利用线路势能，进一步降低克服运行阻力所需的牵引

能耗[2-3]。

针对再生制动能量回收问题，基于制动速度优化[4]

和制动力分配[5]的方法被应用于提高燃料电池有轨电车

制动能量回收率，降低了系统能耗。针对列车速度曲

线优化问题，国内外学者进行了大量的理论研究和工

程实践。庞特里亚金极大值原理是分析列车节能优化

操纵问题的有效方法[6-9]，通过伴随变量的计算得到最

优工况切换点，计算精度较高，但该类方法理论分析

复杂，计算量大。基于数学规划算法的求解方法将列

车节能优化问题表述为数学规划问题，通过混合整数

线性规划 （MILP） 求解[10-11]，明显提高了计算效率，

但需要进行线性化处理，其线性化处理的离散精度对

求解速度影响较大。动态规划（DP）算法[12-14]适用于

求解分阶段最优问题，但是随着列车速度曲线优化问

题规模的扩大，常规动态规划在求解时会出现“维数

灾”，求解效率大大降低。

基于极大值原理分析得到的最优操纵策略，仅对

速度进行离散，本文提出一种改进动态规划算法，可

大幅降低状态空间，从而提高求解速度；充分考虑列

车牵引/制动特性、储能装置充放电能力和运行线路条

件，在保证列车准点运行的前提下，充分利用再生制

动能量，降低运行能耗。

1 系统模型

1.1 列车纵向运动学模型

列车的运行速度由列车自身发挥的牵引力和外部

运行阻力决定。以列车运行位置为自变量，结合受力

分析和牛顿第二定律，列车纵向运动学模型描述如下：

dv
ds

=
F t (v)-Fb (v)-F0 (v)-Fs (s)

(1 + γ)mv
(1)

dt
ds

=
1
v

(2)

式中：s为列车运行位置；m为整车质量；v为列车运

行速度；γ为回转质量系数；t为运行时间；Fb (v)为空

气制动力；F t (v)为牵引电机输出力（当Ft(v)＞0时，表

示牵引力；当Ft(v)＜0时，表示电制动力）；F0 (v)表示

列车速度为 v时的基本运行阻力；Fs (s)为列车在 s处的

附加阻力。

其中，基本运行阻力F0 (v)和附加阻力Fs (s)为 [15]：

F0 (v)= a + bv + cv2 (3)

Fs (s)=mg sin α +mgR/r (4)

式中：a为滚动阻力系数；b为其他机械阻力系数； c

为外部阻力系数；g为重力加速度；R为常数；α为线

路坡度值；r为曲线半径。

列车轮周机械功率P t为

P t (v)=F t (v)× v (5)

1.2 超级电容模型

超级电容可等效为电容和电阻的串联模型，其动

态过程采用电阻和电容串联的一阶等效电路来表示。

超级电容电流 isc、输出电压 vsc和功率Psc的相互关系可

表示如下：

isc =-Csc

dusc

dt
(6)

vsc = usc - isc Rsc (7)
Psc = vsc × isc (8)

式中：Csc为超级电容容量；Rsc为超级电容内阻；usc为

超级电容开路电压。

列车牵引电机功率由超级电容提供，将列车牵引

链路效率等效为 ηt，则轮周机械功率P t 与超级电容输

出功率Psc存在如下关系：

Psc =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

P t( )F t (v)v
ηt

 F t ≥ 0

P t( )F t (v)v ηt F t < 0

(9)

2 节能驾驶问题

以超级电容输出能耗最小化为目标，建立节能驾

驶的目标函数为

J = ∫
s0

sf Psc (F t (v)v)

v
ds (10)

式中：s0和 sf分别为线路起点和终点。

同时，系统模型约束为

v(s)≤ vlim (s) (11)

F tmin (v)≤F t (v)≤F tmax (v) (12)

0 ≤Fb (v)≤Fbmax (v) (13)

Psc min (usc )≤Psc (s)≤Psc max (usc ) (14)

v(s0 ) = v(sf ) = 0 (15)

t(sf )- t(s0 )= T (16)

式中：vlim (s)为线路限速；F tmin (v)，F tmax (v)分别为最

大电制动力和最大牵引力；Psc min (usc )，Psc max (usc )分

别为超级电容运行输出的最小和最大功率；T为时刻表

规定区间运行时间。

选取列车车速 v和运行时间 t这 2个状态变量构成

状态向量 X=[v t]T，控制系数构成控制向量 U=[F t (v)

Fb (v)]T，综合考虑列车动力性能、线路条件、运行时刻

表和超级电容充放电特性，有轨电车节能优化模型可

表述为：

ü

ý

þ

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

min J = ∫
s0

sf

g(X(s)U(s)s)ds

s.t.

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Ẋ(s)= f (X(s)U(s)s)
cmin ≤C(X(s)U(s)s)≤ cmax

e(X(s0 )X(sf )s0sf )=E

(17)
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式中：g为列车运行能耗函数，由式(10)表示；f为动力

学向量函数，由式(1)和式(2)表示；C为状态量和控制

变量的不等式约束向量函数，由式 (11)~式(14)表示；e

为列车运行过程的等式约束向量函数，由式(15)和式

(16)表示；E数据集合为运行区间起始点和终点对应的

速度和时间。

3 改进动态规划算法

式(17)表示的优化问题是一个非线性、非凸问题，

动态规划算法是求解该类问题的有效方法。但常规动

态规划算法求解过程需要同时离散化列车位置和速度，

由于离散精度的影响，速度曲线不存在全力牵引、全

力制动工况和绝对的惰行工况；离散化步长较大会影

响计算精度，离散化步长过小则使得状态空间大，计

算耗时长，同时得到的速度曲线呈现“锯齿状”。为克

服以上问题，本文基于极大值原理推导的最优控制工

况集，提出一种改进的动态规划算法。

3.1 极大值原理分析

首先，构建如下哈密顿（Hamiltonian）函数，其

数学表达为

H =
Psc

v
+
λt

v
+ λv

é

ë
êêêê

F t (v)-Fb (v)-F0 (v)-Fs (s)

v
ù

û
úúúú (18)

式中：λt，λv 分别为运行时间 t 和速度 v 对应的伴随

变量。

由式(18)可知，哈密顿函数不显含时间 t，则

λ′t =-
¶H
¶t

= 0 (19)

这表明λt为一个表征列车运行时间的常数[7]。

根据文献[7]推导可知，列车节能最优控制工况集

包含最大牵引加速、牵引恒速、惰行、部分电制动恒

速、最大电制动、部分综合制动和最大制动减速共7种

工况。各工况的应用遵循以下原则：

①尽早地使用最大牵引工况提速：在起车或限速

升高时，尽快加速有利于缩短加速时间。

②尽量晚地使用最大制动工况降速：在停车或由

限速降低时，尽量晚地使用最大制动工况有利于动能

有效利用。

③途中运行尽量保持恒速工况：在相同距离与相

同时间的运行条件下，列车匀速运行的能耗最小。

④尽量使用惰行工况合理利用区间富余时间。

考虑到超级电容有轨电车再生制动能量利用率高，

区间运行距离短，可认为列车牵引恒速和制动恒速具

有相同的目标速度，则列车节能最优控制工况简化为

全力牵引加速（FP）、恒速（CR）、惰行（C）、全力制

动减速（FB）。

3.2 改进动态规划算法

为避免常规动态规划算法离散化误差对结果造成

的影响，本文基于极大值原理分析得到的最优控制工

况和动态规划算法基本思想，提出改进动态规划算法。

改进动态规划算法仅需离散化列车运行速度。列

车运行状态和状态转移的速度曲线计算如图1所示。首

先，以固定步长离散化恒速速度值。然后，从初始状

态及限速升高处开始，以FP工况计算最大牵引运行轨

迹，触及限速则停止计算；同样，从末状态和限速降

低处开始，以FB工况反向计算制动运行轨迹。最后，

从制动运行轨迹与恒速运行轨迹的交点开始，以C工

况反向计算惰行轨迹。不同工况运行轨迹的交点构成

动态规划的状态空间。

首先，给出如下定义：

①状态：用列车位置和速度表示，记为 Gp(sv)。
其中，初状态指列车在始发站的状态，末状态指列车

在终点站的状态。

②决策：表示列车运行工况，记为up(Gp )。
③策略：列车区间运行构成的决策序列为全局策

略，记为PN{u1u2uN}；从状态 p到状态 q的决策序

列为局部策略，记为Ppq{upup + 1uq}。
根据式(19)可知，列车运行全程对应一个恒定的时

间代价系数。为降低动态规划算法求解维数，将时间

代价系数引入目标函数J，可表示为

J =∑
k = 1

N

Ek + λt∑
k = 1

N

Tk =∑
k = 1

N Psc

vk

Ds +∑
k = 1

N λt

vk

Ds (20)

式中：Ek 为第 k个状态转移对应的能耗成本；Tk为第 k

个状态转移对应的时间成本；N为当前状态转移路线中

初状态到末状态之间状态转移总次数。

定义从初状态转移到第 p 状态的最小等效能耗为

Dp，相邻p状态到q状态的状态转移成本为Dpq，则

Dp =min
ì
í
î
∑
k = 1

M

Ek + λt∑
k = 1

M

Tk

ü
ý
þ

(21)

Dpq =Epq + λtTpq (22)

图1 状态空间与速度轨迹计算示意图

Fig. 1 Schematic diagram of state space and velocity

trajectory calculation
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式中：M为初状态到第 p状态间状态转移总次数；Epq

为p状态点到q状态点状态转移对应的能耗成本；Tpq为

为p状态点到q状态点状态转移对应的时间成本。

综上所述，得到最小状态转移成本的递推公式为

ü
ý
þ

ïïïï

ïï

Dq = min
pÎMq

{ }Dpq +Dp

D0 = 0
(23)

式中：Mq 为所有通过一次状态转移到 q的状态点的集

合；D0为初状态点对应的最小状态转移成本。

在此基础上，通过迭代调整时间成本的权重系数

λt，基于递推公式求解使总状态转移成本最小的状态转

移路线，同时满足区间运行时间约束。

4 仿真计算及验证

4.1 仿真条件

为验证方法的有效性，本文选取有轨电车实际参

数作为仿真线路参数，对应的列车仿真参数如表 1 所

示。列车最大牵引力和电制动力如图2所示。

4.2 仿真验证

为验证改进动态规划算法的正确性和有效性，对

比改进动态规划算法和常规动态规划算法的优化结果，

节能优化结果对比如图3所示。

由图3可知，2种算法的优化速度曲线均在线路限

速以下；由改进动态规划算法得到的优化速度曲线在

起车阶段采用全力牵引加速策略，制动停车阶段采用

最大制动力减速，符合节能驾驶的基本规律；速度曲

线具有牵引力为 0 kN的惰行区段，能够有效降低运行

能耗；常规动态规划对速度和位置同时离散，由于离

散精度的影响，得到的节能速度曲线不存在全力牵引、

全力制动工况和严格的惰行区段。

2 类动态规划算法得到的速度曲线能耗如表 2 所

示。2类算法仿真的目标时间均设为 110 s，得到的速

度曲线运行时间非常接近，均满足准点约束，采用常

规动态规划算法得到的速度曲线能耗高于采用改进动

态规划算法的优化速度曲线能耗，证明了改进动态规

划算法的节能性，其节能率达5.447%。

改进动态规划算法通过迭代调整速度曲线优化

过程中的时间成本权重系数，使得列车运行满足准

点约束。优化得到的优化过程中时间权重系数和运

行时间的关系如图 4 所示。由图 4 可知，时间权重系

数和运行时间为单调递减的关系，则在迭代过程中

一定能够找到唯一的权重系数使得列车满足准点运

行约束。

表1 列车参数

Table 1 Train parameters

参数名称

列车质量m/t

回转质量系数 γ

参数值

80

0.06

参数名称

列车长度/m

牵引链路效率ηt

参数值

36

0.85

图2 列车牵引和电制动特性

Fig. 2 Traction and electric braking characteristics of trains

(a)不同优化算法的节能速度曲线

(b)不同优化曲线控制力曲线

(c)不同优化曲线累积能耗曲线

图3 改进动态规划与常规动态规划结果对比

Fig. 3 Results comparison between adaptive dynamic

programming and conventional dynamic programming

表2 2类算法能耗比较

Table 2 Energy consumption comparison of two

types of algorithms

算法

常规动态规划

改进动态规划

运行时间/s

109.931 6

109.896 6

运行能耗/(kW·h)

5.795 5

5.479 8
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4.3 再生制动利用率影响分析

超级电容有轨电车具有车载储能设备，其再生制

动利用率高。分析不同再生制动利用率下列车节能驾

驶策略，有利于给出适用于不同类型列车的节能驾驶

方案。在同一线路参数条件下，对于相同的运行时间，

设置再生能量利用率分别为0、0.40和0.85，得到的相

应速度曲线如图5所示，仿真结果信息如表3所示。

由图5可知，在下坡较多的线路中应当操纵列车多

处于惰行和再生制动工况以达到节能的效果。当再生

利用率越高时，列车最优速度曲线中的再生能量利用

越多，列车全程运行能耗越低；随着再生能量利用率

变小，列车最优速度曲线中惰行工况则增多，可以降

低列车运行能耗。因此，对于不同的再生制动利用率，

列车最优速度曲线控制策略应有所不同。

5 结论

本文研究了超级电容有轨电车节能驾驶问题，考

虑了列车运行过程中线路坡度值、限速变化、准点约

束和超级电容功率限制等约束条件。在此基础上，提

出了一种改进的动态规划算法，结合极大值分析设计

了状态空间构建方法，避免了常规动态规划算法同时

离散化速度和位置造成的误差。相比于常规动态规划

算法，改进算法有更好的节能效果。通过不同再生制

动利用率的仿真结果对比，得到了超级电容有轨电车

高再生制动率使得再生制动工况使用时机延长，惰行

工况使用时机缩短。
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